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Pavarea suprafetelor dreptunghiulare folosind piese de
forme specificate

Doru Anastasiu Popescu, Universitatea din Pitesti
Tn ultimii ani s-a conturat o clasa speciald de probleme, care se referd la pavarea unor suprafete
dreptunghiulare formate din patratele de acceasi dimensiune cu piese de diferite forme. Aceste piese fiind formate

din patratele de acceasi dimensiune ca cele din care este alcatuita suprafata dreptunghiulara.

Exemplu de suprafata:

Exemple de piese:

Uneori suprafata dreptunghiulara poate avea portiuni blocate, ce nu trebuiesc acoperite cu piese sau au
dimensiunile cu anumite proprietati.

Prin pavarea unei suprafete intelegem acoperirea cu piese a suprafesei specificate in probleme fara suprapuneri si
piese care ies de pe aceasta.

Solutia problemei de cele mai multe ori este memorata intr-un tablou bidimensional folosind numere consecutive
asociate Tn mod unic fiecarei piese folosite.
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Metode folosite in rezolvare

1. Backtracking — pentru suprafete mici

2. Divide et Impera — asezarea unor piese si apoi impartirea in subtablouri ce urmeaza sa fie pavate cu
aceeasi regula

3. Rationament inductiv — se construiesc tablouri din ce in ce mai mari, folosind acelasi pas de inductie de
la o etapa la alta.

4. Lipirea unor piese si formarea unor piese mai mariin forma dreptunghiulara. Apoi aceste piese mai mari
sunt folosite la pavare prin metode constructive.

Problema patrat (Barajul de selectie a lotului olimpic pentru 101, 2001)

Un pétrat este impartit prin drepte orizontale si verticale in (6N+1)” patratele egale. Spre exemplu pentru N=1 se
obtine:

Sa se acopere patratul initial, cu piese de forma:

astfel incat:
- sa nu existe suprapuneri ale acestor piese;
- saramana neacoperit patratelul de pe linia P si coloana Q.

Fisier de intrare PATRAT.IN are structura:

Linial: N

numar natural avand semnificatia din enunt.

Linia2: P Q

doud numere naturale separate printr-un spatiu, avand semnificatia din enunt.

Fisier de iesire PATRAT.OUT are structura:

Liniile 1, 2, ..., 6N+1

pe fiecare din aceste linii se vor afla 6N+1 valori intregi pozitive, separate prin spatii. Ele corespund unui tablou
bidimensional cu 6N+1 linii si 6N+1 coloane care descrie modul de acoperire a patratului. Pentru fiecare piesa exista
trei numere egale (din multimea {1, 2, ..., 12N°+4N}) ce o reprezint. Nu se pot codifica dou3 piese cu aceleasi
numere. Patratelului de pe linia P si coloana Q fi va fi asociat numarul 0.
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Restrictii _ .
1<N<20 Solutia corespunde acoperirii:
1<P,Q<6N+1

Exemplu

PATRAT.IN

1

2 6

PATRAT.OUT

1 1 2 3 3 5 5

1 2 2 3 4 0 5

6 6 8 8 4 4 10

7 6 8 9 9 10 10

7 7 12 12 9 16 16

13 13 14 12 15 16 11

13 14 14 15 15 11 11

Observatie: Ordinea de numerotare a pieselor nu este importanta.

Solutie

Rezolvarea problemei o vom face prin inductie matematica dupa n cu pasul 1.

Acoperirea patratului format din (6N+1)” patratele se reduce la acoperirea unui patrat format din (6(N-1)+1)°
patratele, impartind patratul initial ca in figura de mai jos (sau o alta figura ca cea de mai jos obtinuta prin rotire cu
90°, 180° sau 270°):

Pitrat format din
T (6(N-1)+1)? patritele

in functie de pozitia patratelului care lipseste (adica acesta trebuie sa fie in zona hasurata).
Fiecare dreptunghi de dimensiune 2*3 se poate acoperi folosind figuri ca cele din enunt in modul urmator:

]
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H

Se continud procedeul pana se ajunge la acoperirea unui patrat format din 7*7 patratele care contin patratelul de
coordonate (P,Q) ce nu trebuie acoperit de piese. Acoperirea acestuia se poate realiza folosind eventual metoda
backtracking (intr-un program separat) si apoi declararea unor tablouri constante ce o codifica.

Problema domino (Baraj lot olimpic, 2004)

Se da o tablad de sah cu m linii si n coloane, cu m-n numar par si m-n/2 piese de domino de dimensiune cat doua patratele
alaturate de pe tabla de sah. Pe fiecare piesa de domino se afld douda numere egale (cate unul in in fiecare patratel) din
multimea {1, 2, ..., m-n/2}. Nu existd piese de domino cu acelasi numere. Se cere sd se gaseasca o modalitate de asezare a
tuturor pieselor de domino pe tabla de sah astfel incat acestea sa nu se suprapuna si sa indeplineasca conditia ca orice segment
cu capetele pe doua laturi opuse (ale tablei de sah) si paralel cu celelalte intersecteaza in interior cel putin o piesa de domino.

Scrieti un program care determind o modalitate de asezare a pieselor de domino cu respectarea conditiei din enunt.
Fisierul de intrare domino.in contine pe prima linie numerele naturale m.si n, separate printr-un spatiu.

Fisierul de iesire domino.out va contine m linii, pe fiecare linie se va afla cate n numere separate prin cate un spatiu ce apartin
dominourilor de pe tabla de sah, in cazul in care exista solutie. Daca nu exista solutie in fisierul domino.out se va scrie pe prima
linie cifra 0.

Restrictii
2<m,n<170, iar m-n este numar par

Exemplu
domino.in domino.out
5 6 122 445
133675
8 8 9 6 7 13
10 11 9 12 12 13
10 11 14 14 15 15
Observatie

Exemplul anterior corespunde asezarii urmatoare:
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10(11 |9 |12 12 |13

10|11 (14 14 |15 15

Indicatie
Se poate verifica usor ca problema nu are solutie pentru cazurile:

1. m=2,3,4, n-oarecare
2. n=2,3,4, m -oarecare
3. m=6, n=6

Construirea unei solutii (este evident ca solutia nu este unica) se poate
realiza inductiv trecand de la tabla de sah mxn la tabla de sah (m+2)xn.
Pentru acest lucru avem nevoie de construirea solutiei in cazurile

m=5 si m=6. Pentru n=>5 se poate gasi chiar in enuntul problemei.

Tn figurile urm3toare este prezentats trecerea de la acoperirea tablei

5x6 la cea a tablei7x6, respectiv de la 6x8 la 8x8.
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Pavare (ONI, 2008, cls. X)

Dupa terminarea facultatii, lonica a ajuns inginer constructor si vrea sa se angajeze in orasul sau natal. Dupa ce
studiaza ofertele de munca, gaseste un post de inginer la Primarie. Pentru a ocupa acest post trebuie sa sustina o
proba teoretica. La acesta proba, el trebuie sa realizeze un proiect pentru pavarea pietei din centrul orasului.

Piata are forma unui dreptunghi si are trasat un caroiaj, astfel incat poate fi reprezentata ca un tablou bidimensional
cu n linii si p coloane. Fiecare element al matricei corespunde unui patrat cu latura 1 m. Pavarea se poate realiza
folosind dale de doua tipuri:

Tipul F:

Tipul I:

Observati ca o dala de tip F este formata din 6 patrate de laturd 1 m, dispuse in forma literei F (deci acoperd o
suprafata cu aria de 6 m?), iar o dala de tipul T este formata din doud patrate cu latura de 1 m (deci va avea aria 2

m?).
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Prin pavarea pietei se intelege acoperirea fiecarui patrat de latura 1 m al pietei cu exact o singura dala. Dalele se pot
roti si pot fi utilizate pe orice fata.

Restrictia impusa de primar este ca suprafata din piata pavata cu dale de tipul F sa aiba aceeasi arie cu cea pavata
cu dale de tipul I.

Pentru a vizualiza modalitatea de pavare a pietei, lonica va numerota dalele cu numere naturale consecutive
incepand de la 1. Numarul asociat unei dale va fi scris Tn fiecare patrat din piata acoperit de dala respectiva.

Cerinta
Scrieti un program care sa determine o modalitate de pavare a pietei, care sa respecte conditiile de mai sus.
Date de intrare

Fisierul de intrare pavare.in va contine pe prima linie doua numere naturale separate prin spatiu n p
reprezentand numarul de linii si respectiv numarul de coloane ale matricei.

Date de iesire

Fisierul de iesire pavare.out va contine n linii, pe fiecare linie fiind scrise p numere naturale separate prin cate un
spatiu. Valorile scrise in fisierul de iesire sunt numerele asociate dalelor care acopera cele n x p patrate ale pietei.

Restrictii si precizari
3 <n, p<150
Produsul n -p este multiplu de 24.

Solutia nu este unica, se poate afisa orice solutie.

Exemplu

pavare.in | pavare.out Descriere exemplu

6 4 77 88 Am pavat o piatd cu 6 linii si 4 coloane, avand aria 24 m®. Pentru pavare s-au
1122 utilizat 8 dale (2 dale de tip F care acoperd o suprafatd cu aria 2*6=12 m® si 6
1332 dale de tip I, care acoperi restul pietei, avind de asemenea aria 12 m?,
1122 Fisierul de iesire corespunde pavarii:
14 4 2
55 6 6
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Solutie

Din doua dale de tipul F putem acoperi o suprafata drepunghiulara cu 4 linii si 3 coloane, respectiv
3 linii si 4 coloane (daca o rotim cu 90° la stdnga sau la dreapta):

(*)

AN RN
Six|o|x
S| oo >

Avem doua situatii:

1. Daca mz2n, atunci folosind (*) pavam in jos piata primele 3 coloane, apoi tot in jos coloanele
4, 5, 6 s.a.m.d., cat timp aria suprafetei acoperite este mai mica decat jumatate din aria
suprafetei pietii (adica m-n/2). Acest lucru se poate realiza, pentru ca (*) are aria 12 si mn
este multipmu de 24. Apoi zonele ramase (zona A, zona B, zona C) se paveaza cu dale de
tipul |, orizontale sau verticale. Pot exista si zone vide (din cele trei A, B, C). Datorita paritatii
laturii verticale din (*) zona A are latura verticala para si deci poate fi acoperita cu dale de
tipul | pozitionate vertical. Acelasi lucru se intampla cu zona B. Pentru zona C, observam ca
latura ei verticala are aceeasi paritate cu cea a lui m si cum latura orizontala este n, iar m:n
este multiplu de 24, rezulta ca zona poate fi pavata ori numai cu dale de tipul I, orizontale,
ori numai verticale (dupa cum este m sau n par).
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(*) (*)
Zona A

(*)

Zona B

(*)

2. Daca n>m, atunci schimbam intre ele valorile lui m si n, dupa care ne situam in primul caz.
Dupa construirea solutiei, rotim cu 90° |a stdnga sau la dreapta tabloul si il afisdm.

Problema pav (Lot junior, 2008, lasi)

lonica, tanar inginer constructor vrea sa-si schimbe locul de munca cu unul mai bine platit. Pentru a ocupa
acest nou post trebuie sa prezinte un CV si sd sustind o proba teoretica. Dacd la CV sta foarte bine, datorita
seriozitatii de care a dat dovada la vechiul loc de munca, hopul cel mai mare este proba teoretica. La acesta proba el
primeste ca sarcina pavarea pietei din centrul orasului, de forma patratica, avand latura de 2" metri. Acesteia fi
asociem un tablou bidimensional cu 2" linii si 2" coloane, atat liniile cat si coloanele fiind numerotate cu numere de
la 1 la 2". Dalele care vor fi folosite la pavare sunt formate din 3 patrate, fiecare de latura 1 m, ca in figura:
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Piata contine un pom vechi de cateva sute de ani, care trebuie sa ramana si dupa pavare. Acest pom ocupa un singur
patrat de latura 1 m din piata (cat un element din tabloul bidimensional asociat pietei).

Prin pavarea pietei se intelege acoperirea fiecarui patrat de latura 1 m al pietei cu exact o singura dala, exceptand
patratul unde se gaseste pomul. Pentru a vizualiza modalitatea de pavare a pietei, lonica va numerota dalele cu
numere naturale consecutive incepand de la 1. Numarul asociat unei dale va fi scris in fiecare patrat din piata
acoperit de dala respectiva.

Cerinta
Scrieti un program care sa determine o modalitate de pavare a pietei, care sa respecte conditiile de mai sus.
Date de intrare

Fisierul de intrare pav.in va contine pe prima linie numarul n, iar pe linia a doua pozitia pomului descrisa prin
indicii liniei si coloanei corespunzatoare, separate printr-un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire pav.out va contine 2" linii, pe fiecare linie fiind scrise 2" numere naturale separate prin cate un
spatiu. Valorile scrise in fisierul de iesire sunt numere consecutive incepand cu 1 asociate dalelor care acopera piata.
Pentru elementul din tablou unde se gaseste pomul se va folosi cifra 0.

Restrictii si precizari

e 1 < n <9
e solutia nu este unica, se poate afisa orice solutie.
e 0 dala poate fi rotita cu 90°, 180°, respectiv 270°.

Exemplu
pav.in pav.out Descriere exemplu
2 2250 Am pavat o piatd cu 4 linii $i 4 coloane, avind pomul pe linia 1 si coloana 4. Pentru
14 2155 pavare s-au utilizat 5 dale (numerotate cu 1, 2, 3, 4, 5). Fisierul de iesire corespunde
3114 avarii:
33 4 4 |

"_1

Timp maxim de executie/test: 0,5 secunde
Solutie-pav

Mai intai trebuie sa determinam in variabila k puterea 2", pentru dimensiunea tabloului.
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Vom rezolva problema impartind problema in patru subprobleme.

Impartim tabloul in patru zone patratice de aceeasi dimensiune, ca in figura:

Pomul poate fi in una din zonele A, B, C, D.

1. Daca pomul este in zona A vom pune o dala in centru ca in fig. de mai jos, dupa care impartim problema in patru,
conform cu zonele A, B, C, D, fiecare cu cate un patratel acoperit si continuam procedeul.

2. Daca pomul este in zona B vom pune o dala in centru ca in fig. de mai jos, dupa care impartim problema in patru,
conform cu zonele A, B, C, D, fircare cu cate un patratel acoperit si continuam procedeul.
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3. Daca pomul este in zona C vom pune o dala in centru ca in fig. de mai jos, dupa care impartim problema in patru,
conform cu zonele A, B, C, D, fircare cu cate un patratel acoperit si continuam procedeul.

4. Daca pomul este in zona C vom pune o dala in centru ca in fig. de mai jos, dupa care impartim problema in patru,
conform cu zonele A, B, C, D, fircare cu cate un patratel acoperit si continuam procedeul.
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Pentru a “pune” o dala, folosim un contor h (initial 0), pe care il incrementam la fiecare pas.
Probleme propuse si materiale de studiat

Problema 1 (Olimpiada de Informatica, Bucuresti, 1995)

Problema 2 (Lot 2001)

Problema 3 (Concursul National de Informatica Lugoj, 1998)

Problema 6 (ONI 2001)

Problema 7 (ACM ICPC 1997)

Problema 8: Floor tiles (Lot matematica 2001)

Problema 1: MagicBoxes (TopCoder)

Problema 2: Pavement (101 2001)

Problema 3 (ACM ICPC 1997)

Problema 4: Hardwood Floor (SGU)

Problema 5: CaseysArt (TopCoder)

Problema 6: Another chocolate maniac (SGU)

Problema 7: Bugs (CEOI 2002)

Problema 8 (Lot 2001, SGU Domino, IPSC 2004, Algoritmus 2005, 101 2005)

http://www.infoarena.ro/probleme-de-acoperire-1

http://www.infoarena.ro/probleme-de-acoperire-2

http://www.infoarena.ro/problema/pavare

http://www.infoarena.ro/problema/pav

https://community.topcoder.com/stat?c=problem statement&pm=932

http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1658
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=852
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=321
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=639
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1223



http://icpcres.ecs.baylor.edu/onlinejudge/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&category=18&page=show_problem&problem=1585
http://www.topcoder.com/stat?c=problem_statement&pm=932
http://acm.sgu.ru/problem.php?contest=0&problem=131
http://www.topcoder.com/stat?c=problem_statement&pm=1706
http://acm.sgu.ru/problem.php?contest=0&problem=132
http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/problem?id=1038
http://acm.sgu.ru/problem.php?contest=0&problem=101
http://ipsc.ksp.sk/contests/ipsc2004/practice/problems/t.php
http://www.infoarena.ro/probleme-de-acoperire-1
http://www.infoarena.ro/probleme-de-acoperire-2
http://www.infoarena.ro/problema/pavare
http://www.infoarena.ro/problema/pav
https://community.topcoder.com/stat?c=problem_statement&pm=932
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1658
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=852
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=321
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=639
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1223
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